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1 Introduction historique



2 Meécanique ondulatoire

2.1 Descritption des états : la fonction d’onde

En mécanique classique, la trajectoire d’une particule de masse m est décrite
par sa position au cours du temps 7(t). De cette trajectoire, on peut déduire
dF

la vitesse de la particule ¥ = &7, ainsi que son impulsion (ou quantité de mou-

vement) p' = mu. L’énergie de cette particule est alors £ = Egingtique + Epotentielle-

Une particule quantique présentant un caractere ondulatoire, la notion de
trajectoire n’a plus de sens. Schrodinger a alors introduit la fonction d’onde
(7, t), afin de décrire 'aspect ondulatoire des objets quantiques. La fonction
d’onde décrit completement 'état de la particule.

Max Born donne a la fonction d’onde une interprétation probabiliste :
|t (7, t)\2 représente la densité de probabilité de présence d’une particule &
I'instant t. C’est-a-dire qu’au temps ¢, la probabilité de trouver une particule
dans un volume d37 autour du point 7 est donnée par :

dP = [¢(7,t)|* &*F

On dit que ¢ (7, t) est 'amplitude de la densité de probabilité dP. Pour que
| (7, t)\2 soit une densité de probabilité, elle doit étre normalisée :

JEGUIR G

Propriétés mathématiques de la fonction d’onde :

— 9 peut étre complexe : (7, t) = A(7,1)e?®T)  avec A, € R;
— ¢ est de carré sommable : [ [¢p°dr =1

— 1) est continue, v et 1" existent.

Remarque : Si deux fonctions d’onde ne different que par un facteur de
phase (¢y = €"®)y), alors elles décrivent le méme état.

2.1.1 Mesure de la position de la particule

Supposons que ’on souhaite mesurer la position de la particule a l'instant ¢.
On utilise un appareil classique pour la mesure (ne nécessitant pas de description
quantique). Si 'on prépare indépendamment N particules identiques dans le
méme état (donc décrites par la méme fonction d’onde), on trouvera N résultats
de mesure 7, 7, . . . distribués selon la loi de probabilité dP = |¢(7, t)\2 d37. La
valeur moyenne de ces mesures est donnée par :

= [Pl P ar

On peut définir I’écart quadratique moyen pour chaque composante de 77 =
(x,y,2) :

(A0 = (22) — (2 = [P a7 ( [elo o a'r)

De méme pour Ay et Az. Plus ces écarts quadratiques sont faibles, meilleure
est la localisation de la particule.



2.1.2 Les ondes planes

Expression de ¢ ?
Rappel : Les ondes planes vérifient ’équation des ondes (1D) :

0y 1 0%

or: oz

dont les solutions sont :

y(x,t) = Acos(kx — wt) + Bsin(kz — wt),

avec le vecteur d’onde k = 27” ou lambda est la longueur d’onde et w = 27 f,

avec f la fréquence. Cette onde se propage a la vitesse v = Af = 7.

Peut-on utiliser des ondes planes pour décrire des particules? On rappelle
I’hypothese de de Broglie : a une particule qui a une quantité de mouvement
p = mu, on peut associer une onde de longueur d’onde A = %. On tente alors :

1/}(5(],t) _ Aei(km—wt)7

ou A est une constante. En comparant avec la solution de 1’équation des ondes,
on voit que v décrit une onde se déplagant a la vitesse v = 7.
L’hypothese de de Broglie implique

h
~ 0k
P=x

On a également la formule de Planck :

|E=hy = hw|

En se basant sur ces relations, on introduit 'opérateur impulsion :

. .0
p——zh%

ainsi que l'opérateur énergie (que l'on dénommera plus tard Hamiltonien) :

N 0
H=ih—.
Zh@t

Ces deux opérateurs ont été introduits de telle sorte que pour une onde plane :

o =p, Hy = Ei.

Cependant, une onde plane ne peut représenter une particule physique car
¥ n’est pas normalisable : [¢|* = |A|*, donc [*°_ |¢|> dz ne converge pas.



2.2 Paquets d’onde

Nous avons vu qu'une onde plane ne permet pas de décrire une particule car
elle n’est pas normalisable. Mais nous pouvons essayer d’exprimer une fonction
d’onde physique en terme d’ondes planes. Par exemple, considérons la somme
de deux ondes planes :

1/)(I,t) _ ei(klm—wt) + ei(kzm—wt)7
= Qe Wik g (Ak:g) ,

avec Ak =k —kyet k = kl;—’” On observe un phénomene de battements,
c’est-a-dire que ¢ oscille a I'intérieur d'une enveloppe sinusoidale.

o) = dcos? (A7)

2 , . .. . . .
|t|” présente des maxima et des minima, mais n’est toujours pas normalisable.

La solution ? On introduit un paquet d’onde :

Y(x,t) = \/127 / a(k)e'kr=t d.

Il s’agit d’une transformée de Fourier.

Transformée de Fourier : rappels mathématiques :

Définition de la TF 1D :

En 3D :



Inverse :

TEfB)] = £7) = s | T FERICE.

Quelques propriétés :
Linéarité :
TF[Af + Bg] = A x TF[f] + B x TF|g],

Conjugaison : X
TF[f(z)*] = F(=Fk)".

Relation de Parseval-Plancherel :
[ 1@9@ 7= [ fR)aky F.
En particulier, en prenant f = g :
[u@rer= [|f@] @F

Changement d’échelle (1D) :

TF {f (i) = af(ak).
Dérivation : .
TF Bi = ikf.
d°f| . .2
TF [dx"] = (ik)" f.

Changement de variable p = hk pour le paquet d’onde :
1 ~ -
— _ = ip-7/h 13 >
w(rut) - (27Th)3/2 /w(pv t>e d p.
La relation de Parseval-Plancherel donne :
L 3., RN I
[l P @ = [|o@o[ e5=1.

Lors d’'une mesure de l'impulsion, la probabilité de la trouver dans un
volume d®p entourant la valeur p est :

EP@) = |d0)| &5

1/3 est 'amplitude de la densité de probabilité dans ’espace des impulsions. On
peut donc déduire la moyenne et la dispersion :




Des propriétés des TFs, on en déduit :

, AzAp, >

Ardp. > T Ayp, >

o | St

Ce sont les relations d’incertitude d’Heisenberg. Plus le support de 1 est localisé
autour de xg, plus celui de v est étalé, et vice-versa.

Exemple : le paquet d’onde Gaussien

On considére un paquet d’onde Gaussien (par exemple pour ¢ = 0) :

1 =2

402

(r) = (2r0?)/°

Rappels mathématique : intégrales Gaussiennes :

/Oo e dx = /7.

o0 12
/ e 2odz = V27o.

—00

© g? ay?
/ e 2 Wdy = V2roe 2 .

— 00
o0 12
/ ze 20dz = 0.

— 00

o0 12
/ 2e 2@ dx = oV 270.
(ee)

Cette derniere relation implique :

On a bien :

2 o 1 e
T dx:/ e 22 = 1.
[r@Pa=[

Y est un paquet d’onde de (demi-)largeur Az = o.

[




La distribution dans I'espace des impulsions est donnée par la transformée
de Fourier de 9 :

N 1 S . h 20‘2 1/4 252 /R
i) = = [~ v e = (25 e

On peut vérifier la relation de Parseval-Plancherel :

/ dp / / e~ 2P 02/h -1

~ 2 __p ~
En écrivant ‘w ‘ o e 24p)* on voit que 1 est un paquet d’onde dans I'espace

des impulsions de (demi- )largeur Ap = i

[

T

20

p
On a alors, pour ce paquet d’onde :

h
AxAp = —.
zlp =3

Le paquet d’onde Gaussien est donc le paquet d’onde optimal pour la relation
d’incertitude d’Heisenberg.

2.3 Equation de Schrédinger

En 1926, Erwin Schrodinger postule une équation d’évolution pour la
fonction d’onde :

oy R
i = —5 AU+ V(7 1)

V(7,t) étant le potentiel dans lequel évolue la particule décrite par (7, t). On
introduit alors I’Hamiltonien :

2
[ LN
2m
L’équation de Schrodinger se réécrit alors :
&p A
— = Hq.
8t 4

L’Hamiltonien est un opérateur qui regroupe l’énergie cinétique et 1’énergie
potentielle.

10



Propriétés de I’équation de Schrodinger :

— linéarité : si ¢y et ¥y sont solutions de ’équation de Schrodinger, alors
11 + 1) est aussi solution ;

— elle est du premier ordre en temps : si on connait ¢ a l'instant ¢ = ¢,
alors on la connait a tout instant.

Remarque : 1'équation de Schrodinger ne se démontre pas! C’est un postulat
qui est vérifié a posteriori : ses prédictions sont conformes aux expériences.

2.4 Etats stationnaires

Quand le potentiel est indépendant du temps, V(7,t) = V(7), il existe
des solutions stationnaires de 1’équation de Schrodinger. Ce sont des solutions
séparables :

() = p(F)g(t).

L’équation de Schrodinger (2.3) peut étre rééerite

1 [ R 1 dg

—A + V(7M)p(r) | = ith——==(1).

5 (g 60+ V007 ) =it et

Le membre de gauche ne dépendant que de 7 et celui de droite que de t, cela
implique que chaque membre est constant. Cette constante étant homogene a
une énergie, dénotons la £. On a donc deux équations

{ %dAso +V (P = Ep,
ih = Eg.

Les solutions de la seconde équation sont proportionnelles & e~ *#*/" Les solutions
stationnaires sont alors de la forme

(7, t) = p(P)e P

ou ¢ est solution de l’équation de Schrodinger indépendante du temps :

h2
—~ A —F
5, A+ V(r)e ©

En terme de ’'Hamiltonien, cette équation se ré-écrit :
H = Fop.
On dit que ¢ est fonction propre de H associée & I’énergie propre E.

Propriétés des états statonnaires :
— si V(z) est borné (méme non continu), alors ¢(z) et ¢'(x) sont continues;
— si V(zg) = 00, ¢’ est discontinue en zy, mais ¢ est continue.

11



2.5 Exemples pour des potentiels simples a 1D
2.5.1 Potentiel constant

Dans le cas ou V(x) = Vp, 'équation de Schrodinger stationnaire s’écrit :

h? d%p
Tamdg? = E VP
Il faut alors distinguer 2 cas :
— FE >V} : introduisons k = w L’équation est donc
d*p 2
a2 = e

dont les solutions sont de la forme :
o(z) = Ae® 4 Beike,
Notons que 'on a alors
D@, t) = p(z)e ™! = Aeithe—wt) | Beil-ko—wt)

avec hw = FE — Vo = 22 (e sont des ondes de de Broglie.

2m
— F < Vj : on introduit alors a = W, et on a :
d*e — o2
de - 907

dont les solutions sont :

p(r) = Ae™” + Be ",

2.5.2 Barriere de potentiel finie

On considére un potentiel constant par morceaux : pour z < 0, V(x) = 0,
et pour z > 0, V(x) =V, > 0.

V(z)

Vo

région 1 région 11

X

On suppose 0 < E < Vj. Dans la région I, d’apres le cas précédent, on a :
o(x) = Are’™® + Bre ™,

avec k = 2%”2E car £ > 0. Dans la région II, comme E <V} :

(,O(JI) = AHG_CM -+ Bueax,

12



2m(Vo—E . . .
avec o = % La fonction d’onde devant étre normalisée, on ne peut

avoir une solution qui diverge a l'infini, donc By = 0.

Le potentiel V' étant borné, ¢ et ¢’ doivent étre continues en 0. Cela impose
les conditions suivantes :

Ar+ By = An
Zk?(AI — B[) = —OéAH.

Cela donne : . .

B[ . ik + « AH . 2ik

A dk—a A ik—a
La condition de normalisation de la fonction d’onde fixe ensuite le dernier
parametre libre.

VAVAVAV/
JAVAVAVA
TN

Dans la région I, la fonction d’onde est la superposition d’une onde incidente
(se propageant vers la droite) et d’une onde réfléchie (se propageant vers la
gauche). Dans la région 11, la fonction d’onde décroit exponentiellement. Cela
signifie que la probabilité de trouver la particule dans la région II n’est pas
nulle! C’est la une grande différence avec la physique classique ou la parti-
cule ne peut pas franchir une barriere de potentiel plus élevée que son énergie
cinétique. Ici, la particule pénétre la barriére sur une longueur de I'ordre de 1/a.

2.5.3 Barriere de potentiel infinie

On considére maintenant le cas d’une barriere infinie. C’est le cas précédent
avec Vo = o0o. Maintenant la particule ne peut franchir cette barrére, donc
¢(x) = 0 pour z > 0. Dans la région x < 0, on a la méme expression que
précedemment. ¢ doit toujours étre continue en zéro, donc A; + By = 0, mais
¢’ n’est plus continue en = = 0.

13



3 Outils mathématiques et formalisme de la
physique quantique

La fonction d’onde (7, t), solution de I’équation de Schrodinger, est une
fonction de carré sommable ([ [¢|* = 1) qui décrit entierement 1’état d’une
particule quantique. Mais ce n’est pas la seule description possible. Nous avons
vu que 'on peut de maniére équivalente travailler avec la fonction d’onde
dans 'espace des impulsions &(ﬁ, t). Ces deux descriptions sont équivalentes
et sont reliées par une transformation de Fourier. D’une certaine maniere, la
transformée de Fourier agit comme un changement de base dans un espace dans
lequel les fonctions d’onde sont des vecteurs. Nous dirons qu'un état quantique
est associé a un vecteur d’un espace de Hilbert, noté Ey. (7, t) et @(ﬁ, t)
sont alors des expressions de ce vecteur dans des bases différentes. L’idée est
maintenant de traiter la fonction d’onde comme un objet géométrique, élément
d’un espace vectoriel, et d’utiliser des outils d’algebre linéaire pour en tirer des
informations sur la physique du probleme.

3.1 Espace de Hilbert

Un espace de Hilbert £ est un espace vectoriel sur C, muni d’un produit
scalaire hermitien. On appelle état un vecteur de 'espace £x. On note alors le
vecteur d’état |¢) (notation de Dirac). |¢) € Eg. On dénomme [¢) un "ket".
Nous allons également considérer le dual de cet espace, noté £j;. Les éléments de
cet espace seront notés (1| (que 'on appelle un "bra"). £y et £F; sont en corres-
pondance : a tout ket |¢)) de £ on peut associer un bra (| de £}, et vice-versa.

Produit scalaire : (¢1]2) = (12]t1)* ("braket" = crochet en anglais).
Linéaire en [t)5), mais antilinéaire en (¢;|. On en déduit la norme :

1]l = v/ (@)

On imposera que les états physiques soient normés : ||[¢|| = 1.

Ezxemple : dans le cas ou £y est de dimension fine n, on peut représenter
les états sous forme de vecteur colonne :

U1l U1

U2 (%)
[y =| .|, )=

Unp, Un,

Les bra associés sont alors des vecteurs ligne :

<w1\:<u>{ uy ... u;‘l), (w2]:<vf vy U:Z)

De telle sorte que le produit scalaire s’écrit :

U1

(Wilo) = (ui wy o) | | = S uivs = (shin)”
. =1
Un

14



En particulier :

lenl)” = (Wl = 3 Jul* = 1.
i=1

. 2 < ey 2 N . , .
Dans ce cas, on associera |u;|” a la probabilité que le systéme soit dans 1'état i.

Dans le cas de L*(IR?), espace des fonctions de carré sommable (dont font
partie les fonctions d’onde), le produit scalaire est donné par :

(Waln) = [ w5(Fn (AT

Remarque : la norme d’un état |¢) est alors :

ol = ] Wi 0P =1

Base d’un espace de Hilbert :
Base discréte : {|u;)}. Elle est orthonormée si
(uiluz) = di;.
Tout vecteur [1)) de Eg peut s’écrire
v = Y afus).
avec a; = (u;|y) € C.

Base continue : on remplace 'index ¢ discret par une variable continue z.
Les sommes sur i deviennent alors des intégrales sur x : >, — [ dz. On note
maintenant les vecteurs de base |z). L’orthonormalisation de la base s’écrit
maintenant

(@|z) = 6(z — '),

avec d la fonction delta de Dirac qui vérifie [ f(z)d(z — y)dz = f(y). La
décomposition d'un vecteur |¢)) sur cette base s’écrit maintenant :

0) = [(ef)l)de = [ v(@)la)de,

ot l'on identifie le produit scalaire entre I’état et le vecteur de base a la fonction

d’onde :

(z[y)) = (x)

On a ici exprimé le vecteur |¢) sur la base des positions z. On pourrait aussi
I’exprimer sur la base des impulsions p :

) = [ ety = [Dp)lp)dp

15



et cette fois, on obtient la fonction d’onde dans ’espace des p via :

(plY) = p(p)

Si 'on considere deux états [11) = [y (z)|x)dx et |1hg) = [o(a’)|2)da’, leur
produit scalaire est alors :

(Waln) = [ da [ davs(@n(@)(ala) = [ 5@ (@)dz.

On aurait également pu l’écrire a partir de I'expression dans la base des
impulsions p, et 'on aurait obtenu :

(Waln) = [ 5p)(p)ap.

Ces deux expressions sont bien égales : c’est la relation de Parseval-Plancherel.

En 3D, on a de méme :
(rl[7) = 6 (7 = 1),
avec 6G) () = §(2)6(y)d(2).

3.2 Les opérateurs

Exemple : opérateurs sur des vecteurs de I'espace R3.
Un opérateur agit sur un vecteur et renvoie un autre vecteur de 1’espace :

VoV
On peut alors écrire

V' = AV,
ot A est une matrice 3 x 3, dont I’expression dépend de la base dans laquelle
on exprime V et V’. Par exemple, si I'on consideére la réflexion par rapport a
’origine :

VoV ==V,

Iopérateur associé est A=-] , ol I désigne l'opérateur identité. On peut aussi

regarder le cas d’une rotation dans 'espace muni d’un repere (O, z,y, z). Pour
une rotation autour de l'axe (Ox) d’angle 6 :

—

V' = R,(0)V,

avec
1 0 0

R,(0)= [0 cos® —sinf
0 sinf cosf

Opérateur linéaire : un opérateur A est linéaire si pour tous vecteurs 7,
i et tous scalaires a,b A(aZ + by) = aAZ + bAy. Avec la notation de Dirac :

A(alihr) + blwa)) = adlur) + bAs).

16



Remarque : [Y1), |1hs) € En et Alhy), Ajhy) € Ex aussi.

Valeurs propres et vecteurs propres d’un opérateur : s’il existe un
vecteur [1) # 0 tel que

Alp) = Al¥),

avec A € C, on dit que |¢) est un vecteur (ou état) propre de A, pour la valeur
propre A.
— g’il n’y a qu'un seul vecteur propre indépendant associé a la valeur propre
A, on dit que A est non-dégénérée ;
— ¢’il y a m vecteurs propres indépendants associés a la valeur propre A,
on dit que \ est dégénérée m fois.
Par exemple, si A1) = Aby) et Aliy) = Miby), et la seule solution de
alr) + blyn) = 0 est a = b =0, alors A est dégénéré 2 fois.

Commutateur : On appelle commutateur de 2 opérateurs Aet B, et on
note [A, B}, Iopérateur définit par :

4.B] = AB - BA
Opérateur adjoint : On note Af Popérateur adjoint de A définit par :

<¢1|AW2> = <¢2|ATW1>*7 VWl)a W2>-

Opérateur hermitien (ou auto-adjoint) : on dit qu’'un opérateur est
hermitien si
Al = A.
Dans un espace de dimension finie, si I'on se donne une base {|v;)}, alors
A est donné par une matrice dont les éléments sont :

Ay; = (0| Al).

On a alors :
(A)y; = A3,

Si At = A, alors Aj;j et Aj; sont complexe conjugués. Cela implique que les
termes diagonaux (i = j) sont réels.

Reégles de conjuguaison hermitique :

— ()= (],

— (@D = 1),

— pour a € C, al = a*, R o o
— pour deux opérateurs A et B, (AB)! = (BA)T.

Quelques propriétés des opérateurs hermitiens :

— Les valeurs propres d’un opérateur hermitien sont réelles :
Si Ajy)) = aly), alors (¥|A|Y) = a(i]y). De méme, on peut écrire
I’équation pour le conjugué hermitique : <w|fU = <¢]121 = a*(¢|, donc
(| Al) = a*(¥|1h). En comparant ces deux expressions, on a a* = a,
donc a € R;

17



— 2 vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes sont orthogo-
naux :

Si A|w1/>\ = a1\¢1> et A‘¢2> = CL2|¢2>, alors on a : <2/)2|A”Lp1> = a1<z/12|¢1)
et (1| Alwg) = as(th1|1e). Le conjugué hermitique de cette derniére rela-
tion donne (to] Af|thy) = a(1o|thy). Comme A est hermitien et ay € R,
on cela donne (¢ho] A[thy) = as(¥hs[th1). On a donc deux expressions de

<¢2‘AW1> :
(| Algr) = as(altn) = (o] Altr) = ay(a]tn).
Comme a; # ag, cela implique (5|11) = 0.

Moyenne d’un opérateur : on appelle moyenne d’un opérateur A dans
I'état |¢), et on note (A), la quantité :

(A) = (Y| Ajp).

3.2.1 Opérateur position

L’opérateur position Z correspond a la multiplication par x :

(1| Z)1he) = /@/J’f(ﬂﬁ)xim(x)dx.

On peut regarder son adjoint :

kil [90) = ilaln)” = ([ vi@)eva(@yde)
= [ vs@)avn(a)de = (usll).
Ceci étant valable pour tous les états |¢1) et 1), on a
it =17

L’opérateur position est donc hermitien.

3.2.2 Opérateur impulsion

L’opérateur impulsion est tel que
») = Wible) = [ w0 dp = [ & @wie),

ou l'on a noté v la fonction d’onde dans ’espace des impulsions :

1
\V2mh

On peut retrouver 'expression de 'opérateur p dans 'espace des positions
via la relation de Parseval-Plancherel : [ f*(x)g(x)dx = [ f*(p)g(p)dp, avec

F(p) =(p) et §(p) = pd(p). On a donc f(z) = ¥(x) et

1 A )
g(x) = N /pw(p)e’px/hdp (transformée de Fourier inverse).

) = <= [wl@)e 7/ Ma.

18



Apres intégration par parties, on trouve :

g(w) = =i (x).

Donc on a :
) = {wlalo) = [ @) (=ing ) wio)as

ceci justifie 'expression de l'opérateur p :

d
:—hi
de

On peut également regarder ’adjoint de p :

(alp"|yn) = <¢1|ﬁ|¢2>*

= <¢2’ﬁ|@/’1>,

ou 'on a effectué une intégration par parties entre les lignes 3 et 4. A nouveau,
ceci étant valable pour tous les états [i1) et |1)q), on a

A

pl=p

L’opérateur impulsion p est aussi hermitien.

On peut calculer le commutateur de cet opérateur avec I'opérateur position
en 'appliquant sur une fonction d’onde :

[2, 0] ¥ (x) = 2pi(z) — ﬁi‘@/)( ),

d
= —zhxdw —i—zh ( P(x)),
A N
= —ihx 1 + ihx 1 +ihp(x),
= il (z),
ce que l'on note en général :
[z, p| = ih

3.2.3 Projecteur, relation de fermeture

Considérons un état |¢)) € g, normé : (Y[yp) = 1. Introduisons alors
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Il s’agit d’un opérateur. En effet, si I'on consideére un état |y) € £y, alors :

Pylx) = [9)(@x) = o) € En,

avec ¢ = (¥]x). On voit que Py|x) est proportionnel & [1/). Cet opérateur est
hermitien :

B = () (o)) = [9) (0] = B,.

De plus, si 'on applique cet opérateur deux fois sur le méme état :
PiIx) = cPyl) = b)) = cly) = Py[x).
On a donc Pj — P,. On dit que P, est un projecteur sur I'état [¢). Cest

I’analogue de la projection orthogonale sur un vecteur de ’espace en géométrie.

FExemple en dimension finie : Considérons le cas ou €y est de dimension 2,
avec pour base orthonormale :

= (5) o= (3):

On a alors, par exemple :

ﬁ1=\u1><u1!=<3> ( 0>:<(1J 8>
A= sl = () ).
o =().

A= (g o) (01) = (%)

De méme, on a :
Pour tout vecteur
on a alors :

Et aussi :

|us)

Bly) 17 v




Remarque : on peut projeter sur n’importe quel vecteur, pas uniquement
sur des vecteurs de base. Par exemple, si 'on considere

=5 ().

alors, le projecteur sur cet état s’écrit :

Relation de fermeture : dans I’exemple précédent, on a :

" . 10 .
P1+P2:<0 1)2],

ce que 'on peut écrire : A

(2
On appelle cette derniere relation relation de fermeture. Elle est tout a fait
générale : la somme des projecteurs sur tous les vecteurs de base est égale a
I'identité.

On peut aussi écrire une relation de fermeture dans le cas d’une base
continue :

/|x>(x|dx — i

Si l'on applique cette relation a un ket |¢), cela donne :

[12)ale)de = v,

ce qui est exactement la décomposition d'un ket |¢)) sur la base continue |z)
que l'on a écrite précédemment. On peut aussi écrire une relation de fermeture
pour la base des |p) :

/|p><pldp =1

Projecteur sur un sous-espace :
Considérons des vecteurs |u,) orthonormés : (u;|u;) = d;;.

P = Z |un) (]
est le projecteur sur le sous-espace de £y engendré par les |u,).

Ezemple : Considérons le cas ou &y est de dimension 3, avec pour base
orthonormale :

1 0 0
lur) = (0], Juz)=|[1], [ug)=10
0 0 1
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On a alors, par exemple :

A 1 00 A 0 00 A 000
P1:|U1><U1|: 0 00 s PQZ 010 et P3: 000
000 000 0 01

Le projecteur sur le sous-espace engendré par |u;) et |us) est :

A ) ) 1 00
P=P+P=[010
0 00
Pour un vecteur
1/)1 . 1/11
) = [v2 ], Ply) = | ¢
3 0
|us)
)
7———7777*******;‘ ’ul>
Pli)

|ua)

3.3 Ensemble complet d’observables qui commutent

On commence par donner le résultat suivant : deux opérateurs Aet B qui
commutent ({A, BT = 0) sont diagonalisables dans la méme base. C’est-a-dire

qu’il existe une base de £y constituée de vecteurs propres communs a A et B.
Cela se généralise a plus de 2 opérateurs.

Exemple :
On consideére un espace de Hilbert de dimension 3, dont une base orthonormale
est donnée par :

1 0 0
lug) =10, Jua)=1|1] et Juzg)=1[0
0 0 1

On s’intéresse aux opérateurs donnés dans cette base par les matrices :

A 1 00 A 0 01
A=(0 0 O et B=10 1 0
0 01 1 00
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On peut vérifier que A et B commutent : Vl, E} = 0. On peut donc trouver
une base de vecteurs propres communs a Aet B:

le1) 1(! )+ lus)),  le2) = luz), es) 1(\ ) — |us))
e1) = —=(lu uz)), |es) = |ug), |es) = —=(luy) — |us)).
1 o) 1 3 2 2 3 NG 1 3

En coordonnées dans la base {|u1), |uz), |us)}, cela donne :

1 1 0 1 1
=—10 =11 =—10
le1) \/5 . le2) . |es) \/§ o

On a alors Ale;) = |ey), Ales) =0, Ales) = |es), Bler) = |er), Bles) = |ea) et

Bles) = —|es). On peut regrouper les valeurs propres dans un tableau :
A| B
|€1> 1 1
’€2> 0 1
|€3> 1 -1

On voit sur ce tableau qu’il suffit de donner les valeurs propres associées aux
opérateurs Aet B pour déterminer un unique vecteur propre commun a ces
deux opérateurs. On dit que A et B forment un ensemble complet d’observables
qui commutent.

Définition : Un ensemble complet d’observables qui commutent (ou ECOC)
est un ensemble d’opérateurs hermitiens fl, B ,... dont la donnée d’'un jeu de
valeurs propres a, b, ... suffit & déterminer un unique vecteur de base (d une
constante multiplicative prés) de Ey.

Remarque : Si un opérateur n’a pas de valeur propre dégénérée, alors il
forme un ECOC a lui seul (a chaque valeur propre est associé un unique vecteur
propre, toujours a une constante pres).

Par exemple
. (1 0
=0 -1
., . 1
a pour valeurs propres +1 et —1, associées respectivement aux vecteurs 0 et

0 , . .
Nk Donc une valeur propre détermine un unique vecteur propre.
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4 Postulats de la physique quantique

Postulat 1 : Description de I’état d’un systéme
A chaque systeme physique est associé un espace de Hilbert £5. A tout instant
t, 'état du systéme est décrit par un vecteur normé |i(t)) € Ey. Clest a dire

(W®)(X)) =1.

Ezemple : pour une particule libre & une dimension, £ = L?(R), espace
des fonctions de carré sommable.

Conséquence : Principe de superposition :
Toute combinaison linéaire d’états [i;) € Ex :

n

|¢> = Z Cz'W)i),

=1

avec les ¢; € C tels que (¢[1p) = 1, est un vecteur d’état possible.

Remarque : un vecteur d’état est défini & un facteur de phase e, § € R
preés @ 1) et €?|¢) représentent le méme état.

Postulat 2 : Description des grandeurs physiques :
A toute grandeur physique A est associé un opérateur hermitien A agissant
sur les vecteurs de £y. On dit que A est I'observable représentant la grandeur
physique A.

h? 52

— 5T Et a 3 dimensions :

Exemples : p, = —iha%, énergie cinétique : T =
p=—ihV, et T = —LA.

Postulat 3 : Résultat d’une mesure :
Le résultat de la mesure d’une grandeur physique A ne peut étre qu’une des
valeurs propres de 'observable A associée.

Conséquences :

— A étant hermitien, ses valeurs propres sont réelles. Le résultat d’une
mesure donne donc toujours une valeur réelle ;

— si le spectre de A est discret (les valeurs propres sont indexées par un
entier), alors les résultats de mesure sont quantifiés;

— en mesurant la méme grandeur physique sur différents systemes préparés
dans le méme état, on peut trouver des résultats différents (correspondant
a des valeurs propres différentes). La physique quantique n’est pas
déterministe au sens classique.
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Postulat 4 : Probabilités des résultats de mesure :
Pour une valeur propre non dégénérée a,, de A, associée a un vecteur propre
|an), la probabilité de trouver a,, lors d’'une mesure de A sur un état |¢) est
donnée par

Pan) = [{anl)[*.

Si 'on décompose |¢)) sur la base des vecteurs propres de A:

= ch<an|w>|an>a

alors P(an) = | ()2 = leal®
Si A a des valeurs propres dégénérées :

dn
= Z Z C"vi<an7 Z|77D>‘C¥n, 7’>7
n =1

ou ¢ indice les d,, différents vecteurs ayant la méme valeur propre a,, : A|ay,, i) =
ap o, i). La probabilité quune mesure donne a,, est alors :

dn ) dn, )
:Z|Cn,i| :Z|<anaz|,¢>|
=1 =1

La normalisation de la probabilité est alors équivalente a la normalisation
de la fonction d’onde :

(Vly) = ZZ\CW =

n =1

On peut réecrire toutes ces relations en termes de projecteurs : si I’on note
P, le projecteur sur le sous-espace propre associé a la valeur propre a,, :

b, = Z|an, Yan, 1,

alors on a :
Plan) = ||Bad||” = WIBalw)-

Conséquence : la valeur moyenne d’une grandeur A est alors :
= ZanP(an) = ZanWIan)

Comme on a : >, a, P, = A (décomposition sur les sous-espaces propres), on
retrouve

(A) = (Wl Alp).

L’écart quadratique est alors :
AA? = (A%) — (A)* = (0| A%|0) — (| A[e)*.
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Si |4} est vecteur propre de A, alors A|ip) = alih) et A2¢)) = a2[4)) donc
AA% = 0. Il n’y a aucune incertitude : une mesure de A sur un état propre
donnera comme résultat la valeur propre associée avec certitude.

Postulat 5 : Réduction du paquet d’onde :
Immédiatement apres une mesure de la grandeur A sur un systéme dans I’état
|1}, ayant donné pour résultat a,, (non dégnénérée, associée a 1'état |ay,)), 'état
du systeme est
(an|t))

Tl

Et dans le cas ou a, est dégnénérée (états propres |, 1)) :

7, 1<Oémi|¢>|04m > )
[ (@, il30) o, )|

[9) =

[¥) =

En terme de P, = X%, |an, i) {(au,, 4|, le projecteur sur le sous-espace propre
associé a la valeur propre a,, :

Aprés une mesure, I’état 1)) est vecteur propre de A pour la valeur propre
a,. Donc si on refait une mesure de A, on trouvera comme résultat a,, avec
certitude.

Postulat 6 : Evolution temporelle des états :
L’évolution temporelle d'un état |()) est gouvernée par I’équation de Schro-
dinger :

Zh*hb( )) = Hlp (1),

ot H est I'Hamiltonien du systéme.

Pour une particule dans dans une énergie potentielle V', alors H =T 4 V', ou
S A9

T' = 2 est 'opérateur énergie cinétique.

Conséquence 1 : conservation de la norme :

Calculons :
d d d
Gt = (00 100+ 1 ().

En utilisant 1’équation de Schrodinger ih%\w) = H |1) et sa conjuguée hermi-
tienne —ihd (y| = (|H (car H' = H), on trouve :

1 ~ 1

d N
VW) = — W) + = (W[ H|y) = 0.
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Donc (9 |¢)) = cte, donc la norme est conservée.

Conséquence 2 : Expression de [¢(t)) :
Supposons que H ne dépend pas de ¢, et que ’on connait ses valeurs propres et
vecteurs propres :

H|90n7p> = En|90n,p>v

ou p indice les d,, états de valeur propre FE, (d, = 1 si non dégénéré). On peut
exprimer [¢(t)) dans la base des vecteurs propres de H :

chnm () enp)-
n p=1

Si l'on se donne l'état a l'instant initial |¢p(t = 0)), on peut calculer les
coefficients pour ¢t =0 :

¢np(0) = (#np[1(0)).

De plus, comme [¢)(t)) doit étre solution de 1’équation de Schrédinger, on a :

d .
)
b dey, dn .
Z Z ih dt |90n7p> = Z Cn,p(t)H|‘Pn,p>
n p=1 n p=1
dn

Cn,p(t)Enlspn,p> .

I
=[]

S
I
—_

Comme les |p,,,) forment une base, on en déduit :

deyp

dt

ih = E,chp,

donc |
Cnp(t) = cnyp(O)e_’E"t/h.

L’expression de [¢)(t)) est alors :

dn
= Z Z cnp(0)e lEﬂt/h|80n,p>

n p:l

Connaissant les états propres et les énergies propres de 'Hamiltonien, on peut
déterminer 1’évolution temporelle de n’importe quel état.

Théoreme d’Ehrenfest :
Considérons une grandeur physique A associée a une observable A. On s’intéresse
a ’évolution temporelle de la moyenne de cette grandeur (A). Nous allons alors
calculer :

1Ay = Swldl)

dt
= (S0) + @i+ w14 (1)
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En utilisant 1’équation de Schrodinger et sa conjuguée hermitique, on trouve :

4
dt

(A) = = (01 [, A] [0} + (I T )

Cette formule est appelée théoreme d’Ehrenfest.

Conséquences :
— Si H ne dépend pas de t, alors I’energie du systeme est conservée :

dE d

(B = (W) =0.

— Si une observable A ne dépend pas de t et commute avec I’'Hamiltonien
([A, H } = 0), alors la grandeur associée est conservée :

d

() =o.

Exemple : dans le cas d'une particule libre a 1D, H= %, donc [ﬁ, H} =0.

L’impulsion de la particule est donc conservée : %(p> = 0.
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5 L’oscillateur harmonique

On considere le probleme de l'oscillateur harmonique a une dimension. Le
systeme est constitué d’une particule de masse m qui subit une force de rappel
F = —Kx. Cette force est associée a une énergie potentielle V(x) = %xQ + cte.

Ce probleme est important en physique car pour un potentiel quelconque
V(z), au voisinage d’un minimum local au point o (V'(zo) = 0), le potentiel
peut étre approximé par :

V(z) = V() + ;V”(QJO)(:L' — o)+

Donc pour des petites oscillations au voisinage de ce minimum, le systeme se
ramene & un oscillateur harmonique, avec énergie potentielle effective Veg(z) =

V(o) + V" (o) (x — 0)*.
V(z)

Rappel de physique classique :
Pour un oscillateur harmonique classique, ’équation du mouvement est :

mi =—Kux,
dont les solutions sont
. K
z(t) = Acos(wt) + Bsin(wt), w=4/—.
m
L’énergie totale £ = Ex + V vaut alors

1
E = imc,uz(A2 + B?).

En physique quantique, ’oscillateur harmonique est décrit par I’Hamiltonien

) )
2 p A P 1 242
A= tvae =L 4> .

o + V(%) o + 2mw Z

Nous allons obtenir les états propres et les énergies propres de cet Hamiltonien
par deux approches différentes.
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5.1 Premiere approche
Nous voulons résoudre le probleme aux valeurs propres
Hy = By,

c’est-a-dire, ’équation de Schrodinger indépendante du temps :

——— + —mw’ Y (z) = BEy(x).
x
Commencons par introduire les variables sans dimensions :

z L Y(z)
Yy = ) €= 7 ¢<y) = .
h/(mw) hw [R/ (mw)]1/4
L’équation de Schrodinger se réécrit alors :

142 1
_Qdyf + 53/%(3/) =€ep(y).

Les solutions de cette équation sont les fonctions de Hermite :

(bn(y) = Cn€7y2/2Hn<y)a

pour les énergies propres €, = n+ % H,, est un polynome de degré n (polynome
de Hermite) et ¢, est une constante de normalisation. Les premiers polynémes
sont :

Ho(y) =1, Hi(y) =2y, H(y)=4y"—2.

Les premieres fonctions propres sont représentées ci-dessous.

Po(y)

P1(y)
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P2(y)

On remarque que les fonctions d’onde d’indice n pair sont aussi des fonctions
paires de y : ¢,(—y) = én(y), alors que les fonctions d’onde d’indice impair
sont impaires : ¢,(—y) = —dn(y).

Pour résumer, nous avons résolu I’équation de Schrodinger indépendante du
temps. Ce qui nous a donné les niveaux d’énergie de l'oscillateur harmonique a
une dimension :

1
B, = hw -
<"+2>

5.2 Formalisme des opérateurs création et annihilation

Nous avons trouvé les énergies propres et les états propres de 'oscillateur
harmonique en résolvant une équation différentielle du second ordre (I’équation
de Schrodinger indépendante du temps). Nous allons maintenant voir une autre
méthode, due a Dirac, qui permet de résoudre ce probleme directement.

Commencons par introduire deux opérateurs adimensionnés :

N mw N D
X=7/" p=_P
h mhw
Leur relation de commutation peut étre déduite de celle de celle de Z et p,
[2,p] = ih :

X, P| =i
On peut alors réécrire I’'Hamiltonien :
N hw A . N
H= 7()(2 + P?) = hwH,

avec ]
Nous introduisons également deux nouveaux opérateurs :
1 5 1

a= E(X +iP), al= ﬁo? —iP).

Ces opérateurs ne sont pas hermitiens! af # @! On appelle @ opérateur annini-
lation, et a' opérateur création. Cette terminologie sera justifiée par la suite.
On peut calculer leur commutateur :

[a,a*} = 1.
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Enfin, on introduit 'opérateur
N =ala.

Cet opérateur est hermitien : NT = N, et il vérifie les relations de commutation
suivantes :

[N,a] = —a, [N, a*] —al.
On peut exprimer cet opérateur N en terme de X et P :

N 1 - A
N:§(X2+P2—1).

L’Hamiltonien s’exprime alors simplement en terme de cet opérateur :

) o
H:hw(N+2>.

Les opérateurs N et H ont donc les mémes vecteurs propres. Nous allons donc
étudier uniquement 'opérateur N.

1. Soit |¢,) un état propre normé de N associé a la valeur propre « :
N|¢a) = a|pa), avec (Po|da) = 1. On a alors

(Ba| Nda) = a{dalda) = a.

Mais on a aussi :

(balN|da) = (Pald’d|da) = |alda)|.

Donc
A 2
|a]ga)||” = .

Cela implique que o > 0, et en plus
a=0<d|p,) =0.
2. Appliquons lopérateur N a a|oa)
N(al¢a)) = ([N,a] + aN)|pa) = (o = 1)l a),

o l'on a utilisé la relation de commutation de N et a. Cela montre que
i|p.) est état propre de N pour la valeur propre o — 1.

3. De méme, appliquons N al|dy) :
N(at¢a)) = ([N, 01| + a1N)|¢a) = (a + 1)af|ga).

Donc a'|¢,) est état propre de N pour la valeur propre o + 1.

En appliquant plusieurs fois a sur |¢,), on construit une série de vecteurs
propres de N (G|¢a), @%|Pa), .. .), avec valeurs propres associées o — 1, a — 2,
a — 3, ... Mais comme nous avons prouvé que ces valeurs propres doivent
toutes étre positives, cette série doit s’arréter. Donc il existe un entier n tel
que @"¢,) = 0, avec |@) = a"|@q) # 0. Clest-a-dire N|@) = (o — n)|o) et
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d|¢~5> = 0. Or nous avons vu au point 1. que cette derniere relation implique
a—n = 0. Donc a est entier.

Nous avons donc montré que les valeurs propres de N sont les entiers
naturels. C’est pourquoi on appelle N ['opérateur nombre. On retrouve alors
que les énergies propres sont

1
B, = hw 2.
n <n+2>

Construisons maintenant les états propres de N (et donc de H).

— Etat fondamental : Cet état |¢g) a une énergie Ey = hw/2, et vérifie
a|go) = 0. C’est-a-dire, en utilisant I'expression de a en terme de X et
P : (X 4 iP)|¢o) = 0. En terme de fonction d’onde, cela donne :

(77;““ )cbo( )=

Dont on peut trouver facilement la solution :
ol) = Coe™ ™"/,

ou () est une constante de normalisation. De plus, cet état est non-
dégénéré. En général, on note cet état |0) pour simplifier les notations.

— Etats excités : on peut construire tous les états excités en appliquant
l'opérateur a' successivement sur I'état fondamental |0). On peut alors
prouver par récurrence que les états sont non-dégénérés. On note le nieme
état excite |n), avec la condition de normalisation (n|n) = 1. Avec les
relations prouvées précedemment, on peut montrer que

aln) = vnln — 1), a'ln) =vn + 1|n +1).

L’opérateur a' créé donc une excitation, alors que 'opérateur a détruit une
excitation. C’est pourquoi on dénomme ces opérateurs création et annihilation.
On peut écrire de maniére générale le n'™¢ état excité :

(a)"]0).

n) =

al-
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